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Deuxieme partie — de 10h10 a 12h10
Composition par équipe

Les calculatrices sont autorisées selon la législation en vigueur.

Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse compléte a une
question d’exposer le bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.
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Exercice 1 - Au pays des heureux

Un pays a pour monnaie I'heureux. Pour les échanges entre ses habitants, il existe des piéces pour chaque
valeur entiere jusqu'a 1000.

Contrairement a nos pieces, dans ce pays, plus la piéce est de valeur importante, plus elle est 1égere. Ceci a
été mis en place pour inciter les habitants a manipuler des pieces avec une forte valeur plutot qu'un tas de
pieces de faible valeur.

Une commergante de ce pays cherche a savoir quelle composition de pieces lui permet de rendre la
monnaie pour n'importe quelle somme entre 0 et N heureux : elle veut savoir a la fois quelles valeurs de
pieces prendre et quel nombre de piéces de chaque valeur elle doit posséder.

On appelle composition la donnée d’'un tableau dans lequel la premiére ligne représente les différentes
valeurs possibles des pieces données dans I'ordre strictement croissant et la deuxiéme ligne les nombres
de pieces de chaque valeur.

Le max est la valeur totale en heureux de la composition. Valeur en heureux | 1| 3 | 4
Par exemple, pour la composition ci-contre, on a: Nombre dfi‘ pieces 11211
max=1Xx1+3x2+4x1=11 disponibles

On dit qu'une composition est compléte s'il est possible d'atteindre n'importe quelle valeur comprise
entre 1 et max, inclus, en additionnant les valeurs de piéces de la composition. Dans I'exemple précédent,
la composition est incompléte car on ne peut pas avoir le 2.

Valeuren heureux | 1|2 | 3]|4|5
Nombre de pieces
disponibles

1. On considére, dans cette question uniquement, la composition
ci-contre.
a) Calculer la valeur max de cette composition.
b) Déterminer si cette composition est compléte ou non.

Valeuren heureux |1 |3 | 5|79
Nombre de pieces
disponibles

2. On considere, dans cette question uniquement, la composition
ci-contre.
a) Calculer la valeur max de cette composition.
b) Déterminer si cette composition est compléte ou non.

Afin de réduire le poids de la composition (pour rappel, plus une piece a une valeur importante plus elle est
légére), la commergante décide de constituer une composition de p valeurs de piéces de la maniére
suivante :

Valeur en heureux | vi|v2 [ V3| .. | W
Nombre de piéces
disponibles Li2)3).]p

Une telle composition est dite composition désirée.

Valeuren heureux | 1| 2 | 3

3. Montrer que la composition ci-contre est désirée et complete. —
Nombre de piéces

disponibles
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4. a) Montrer que la composition désirée suivante est complete.

Valeur en heureux 1]2
Nombre de piéces disponibles | 1 | 2

b) En déduire que la composition désirée suivante est complete.
Valeur en heureux 112]5
Nombre de piéces disponibles | 1| 2 | 3

c) Enitérant le procédé, montrer que la composition désirée suivante est compléte.

Valeur en heureux 112|510 |50
Nombre de piéces disponibles |1 |2 | 3 | 4 | 5

5. Dans cette question, on souhaite construire des compositions parfaites, c’est-a-dire des compositions
désirées, complétes, les moins lourdes possibles.
Ci-dessous, on donne une composition parfaite pour une valeur de piéce et pour deux valeurs de piéces.

Pour une valeur Pour deux valeurs
Valeur en heureux 1 Valeur en heureux | 1| 2
Nombre de piéeces 1 Nombre de pieces 112

disponibles disponibles

a) Montrer que la composition parfaite a 3 valeurs est

Valeuren heureux |12 |6

Nombre de piéces
disponibles

b) Déterminer la composition parfaite a 4 valeurs.

Dans la suite, on considere la composition parfaite ci-dessous :

Valeur en heureux Vi |v2 | V3| ... | Vp
Nombre de pieces disponibles | 1 | 2 | 3 | .| p
On note max la valeur maximale atteignable avec cette composition.

On note v, la valeur a ajouter a notre composition pour obtenir une composition parfaite a (p + 1)
valeurs.

c) Montrer que v, = max + 1.
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Exercice 2 - Carrés magiques

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.
Résultat préliminaire (admis) :

nn+1)
1+2+---+n=T

A. Carrés magiques

Un carré magique d’ordre n est composé de n? entiers strictement positifs, écrits sous

la forme d’un tableau carré. Ces nombres sont disposés de telle sorte que les sommes sur 4 9 2
chaque ligne, sur chaque colonne et sur chaque diagonale soient égales (ce qui fait 8

sommes dans un carré magique d’ordre 3 par exemple). On nomme alors constante | 3 5 7
magique la valeur de cette somme commune.

Ci-contre est proposé le carré magique de Luo Shu (un des plus anciens carrés magiques). | 8 1 6

La constante magique de ce carré est 15.
Ci-dessous une représentation originale du carré magique de Luo Shu :

<> e
_—
&R

Un carré magique est dit normal s’il est constitué de tous les nombres entiers de 1 a n2, oun est'ordre du
carré. Le carré de Luo Shu est normal car il y figure tous les entiers de 1 a 32.

7 12| 1 | 14

1. Le carré ci-contre, d’ordre 4, est-il magique ? normal ?
2 113 8 |11

16| 3 |10 5

2. Un carré d’ordre n constitué du méme entier dans chaque case est-il magique ?
normal ? 916 |15 4

3. Dans un carré normal d’ordre n, on note S,, la somme des nombres le constituant.
a) Calculer Ss.
b) Exprimer S, en fonction de n.

4. Reprenons le carré de Luo Shu.
a) Si on échange deux nombres dans ce tableau, le carré reste-t-il magique ? Expliquer pourquoi.

b) En échangeant des nombres du tableau, que ne change-t-on pas ?

B. Une méthode de construction de carrés magiques

1. a) Dans la figure ci-contre, les nombres entre 1 et 9 sont rangés successivement par

diagonale ; le contour du carré central 3 par 3 est accentué. 4

On imagine maintenant le tube formé par I’enroulement de la figure obtenu en 7 5

faisant coincider les deux bords horizontaux accentués. Dans quelles cases du carré
central se positionnent alors les nombres 1 et 9 ?

b) Expliquer comment retrouver a partir de cette figure le carré magique de Luo Shu. 9

2. En complétant la figure fournie en annexe (a rendre avec la copie), démontrer qu'’il existe au moins un
carré magique normal d’ordre 5.
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C.

Dans cette question, nous considérons, ci-contre, un carré magique d’ordre 3 NON

Carrés magiques d’ordre 3 - Cas général

nécessairement normal.

A priori, il y a donc 9 inconnues.

Nous allons, dans un premier temps, prouver que I'on peut se ramener a
seulement 3 inconnues.

1.
2.

. Onposex =e—aety=e—c.

. Si on impose maintenant que ce carré soit normal, quelle est la

. Combien de carrés magiques normaux d’ordre 3 existe-t-il ?

En notant M la constante magique, écrire les 8 sommes ayant pour valeur M.

En déduire que 4M = 3M + 3e, puis exprimer e en fonction de M.

Montrer alors que le carré initial se raméne au carré ci-contre.

valeur de e ? Justifier votre réponse.

a|b|c
dle | f
g | h|i
e—x etx+y| e—y
et+x—y e e—x+y
ety e—x—Yy et+x
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ANNEXE - Carrés magiques
a rendre avec la copie
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